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In PARTEA T, lucrarca de fatidsi propune sd oferc — intr-o forma com-
pactd, dar nu sumard, $i evitand intentionat o prezentare sofisticatd — sinteza
clementelor teoretice de baza ale instrumentarului practic din ALGEBRA
invatamantului mediu; la provocarea ,,CE” a culegerilor de exercitii si
probleme se intentioneaza a se da raspunsul ,,CU CE” 51,,CUM”.

Scopul principal urmadrit este punerea la dispozitia clevilor (i nu numai)
a unui material usor accesibil gi unitar, sintetic, insa suficient de detaliat
incit sd poatd constitui un material de insusire, de aprofundare sau de
recapitulare — cu aplicare practicad directd si prin studiu individual — a
informatiilor furnizate in mai multi ani de scolarizare.

Fard stipanirea acestor informatii (evident gresit catalogate uneori ca
eorie ster1la™), tentativa rezolvarii practice de exercitii si probleme este un
demers aproape inutil sau, cel mult, mecanic.

Prezentarea notiunilor teoretice este insotitd de exemple si sugestii de
aplicare, dandu-se solutii sau metode de rezolvare a celor mai frecvent
intdlnite cazuri in practica rezolvirii de exercitii $1 probleme; din acest punct
de vedere, lucrarea constituie un GHID PRACTIC aplicativ, care poate 11
consultat si utilizat eficient chiar in timpul rezolvarii unui exercitiu sau a
unei probleme concrete.

in PARTEA a Il-a sunt prezentate exercitii si probleme aplicative, cu
indicatii de rezolvare si raspunsuri corelate cu, §i cu trimitere la PARTEA T,
precum si exercitii §i probleme aplicative fard indicatii $1 raspunsuri.

Modul de prezentare vizeaza un nivel mediu de pregatire prealabila,
urmirind eficienta perceptiei, intelegerea fondului notiuntlor — cu scop
aplicativ in practica rezolvarii de exercitii §1 probleme — si intentionénd ca
lucrarea sa fie utild elevilor atit in pregatirca scolara curentd, cat si, mai
ales, In pregatirea premergitoarc diverselor forme de testare sau examinare.
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PARTEA 1. Elementele de bazi

MULTIMI

In sens matematic, o multime, fic ea M, se defineste ca fiind o gru-
pare sau o colectie, ale cirei componente se numesc ELEMENTE ale mul-
{imii, i care este privitd, considerata si tratatd ca un ansamblu unitar prin
una dintre urmatoarele modalitati:

— specificarea unei caracteristici / proprietafi comune tuturor clementelor
multimii definite;

— indicarea / specificarca concretd a elementelor care compun mul{imea
definitd, {ie ele mq, Mo, Ma, ... My ; se scrie M = {my, My, Mg, ... My}

Dupad numarul, tinit sau infinit, de elemente, multimile pot fi mul{imi fi-
nite sau, respectiv, multimi infinite.
Multimea VIDA: o mulfime fard niciun element; se noteazd cu @.

RELATI

— Blementele my ale unei multimi M sunt legate de aceasta prin relatia de
APARTENENTA: sc scrie:
my € M
(elementul my ,apartine” mulgimit M)

O multime M' este SUBMULTIME a unei multimi M daci toate elemen-
tele multimii M' sunt si elemente ale multimii M, adicd avem:
my' e M' implicd my' € M, pentru orice my'

—~ Submul{imea M' a unei multimi M este legatd de aceasta prin relafia de
INCLUZIUNE (relatic reflexivd, antisimetrica, tranzitiva, vezi pag. 12);
$¢ scrie:

McM

w3y A

(multimea M' este ,.inclusd” In mul{imea M)

Multimea COMPLEMENTARA a unei submultimi M' fad de o mul{ime
M in care este inclusd (M' < M): mulgimea ale carei elemente apartin mul-
(imii M dar nu apartin si submultimii M’
Se mai numeste si DIFERENTA, si se noteazi
CuM' =M - M' (complementara multimii M' in M).
Exemplu: M= {a b, c d};M ={b,d}; CuM' =M-M"= {a, c}
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OPERATIL

— Operatia de REUNIRE: operatia prin care, din doud multimi date, M+
si My, se obtine ca rezultat o mul{ime M, numitd REUNIUNE, care are ca
clemente toate elementele, comune si necomune, ale mul{imilor date, lu-
ate cite o singura datd. Se scrie:
M1 U M2 =M
Exemplu:
fa,b,c,x,y,z} U {b,c,d, x,v,w} = {a, b,c,d, X, y,z v, W}

OBS.: mul(imea vida @ este element neutru pentru operatia de reunire,
MUO® = 0UM = M, pentru orice M (vezi pag. 16).

— Operatia de INTERSECTARE: operatia prin care, din doua multimi
date, My si My, se obtine ca rezultat o multime M, numita INTERSEC-
TIE, care are ca elemente clementele comune ale multimilor date, luate
céte o singura data. Se scrie:
M, ﬂ M, = M
Exemplu:
(a,b,c,x,y,z} N {b,c,d, x,v,w} = {b,c, x}

Multimi disjuncte (fie ele My si Mz) — nu au niciun element comun;
rezultd ci intersectia lor este multimea vida:

M1nM2:®

PRODUS CARTEZIAN a doud multimi date, A si B: o multime M ale
cirei elemente sunt perechi formate din elemente apartinand, respectiv,
multimilor date. Se scrie: AxB=M
" Daciae Asibe Bremlti(a,b)ye M

De notat: in perechile (a, b), elementele a si b sunt ordonate strict in or-
dinea indicatd de ordinea factorilor din produsul cartezian; inversarea
ordinii factorilor conduce la formarea altor perechi, (b, a), diferite de
perechile initiale, deci produsul cartezian rezultat este diferit in conse-
cintd, avand alte elemente. Prin urmare, produsul cartezian este (in ge-
neral) necomutativ.

Un exemplu clocvent de produs cartezian este multimea M a co-
ordonatelor (x, y) ale punctelor din planul format de axele absciselor,
x e X, si ordonatelor,y € Y,cuM=XxYsi(x,y)e M.

ALGEBRA 11

Corespondenta / punerea in corespondenti a doud multimi (M si My)

— corespondentd UNIVOCA: fiecarui clement din My ii corespunde, prin
Latasare”, un clement din M, dar nu §i reciproc;

~ corespondentd BI-UNIVOCA: corespondenta UNTVOC A in ambele
sensuri, pentru elementele celor doud mulfimi.

MULTIMI NUMERICE: mulfimi ale ciror clemente sunt numere.

— Multimea numerelor NATURALE, notata N: mul{imea, definitd exten-
siv, anumerelor 0, 1,2, 3,4, 5, ..

N=1{01,23.45, ..

Se¢ noteaza N* multimea N din care se exclude numdrul O; este
mulfimea numerelor naturale nenule
N*=N - {0} N*=1{1,2,3,4,5,...}
— Multimea numerelor INTREGI, notatd Z: multimea numerelor naturale
reunitd cu multimea numerclor algebrice (cu ,semn”, pozilive sau ncga-
tive) a caror valoare absolutd este multimea N.

— Multimea numerelor RATIONALE, notata Q: multimea numerelor
. a . . .
care se pot scrie sub forma b’ cu a si b numere intregi (b # 0).

Altfel, numere irationale.

— Multimea numerclor REALE, notatd R: multimea numerclor care nu
confin ,,unitatea imaginard” / radicali de indice par din numere negative.
Este reuniunea numerelor rationale cu numerele irationale.

Se reprezintd prin puncte pe axa numerelor reale.

— Multimea numerelor COMPLEXE, notatd C: mul{imea numerclor care
acceptd radicali de indice par i impar oricare ar fi seminul algebric al ex-
presici de sub radical / admit ,,unitatea imaginara™ (vezi Cap. 3).

[ste reuniunea numerelor reale cu numerele imaginare. .

Sc reprezintd prin puncte in planul complex.

Avem relatiile de incluziune:

NNc NcZcQcRcC
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Mulgimile numerelor FRACTIONARE, IRATIONALE, IMAGINARE
constituie multimile complementare ale, respectiv, mulfimilor numerelor
INTREGI, RATIONALE, REALE, (ale caror definitii le contrazic), fa@
de muliimile de nivel imediat superior in relatiile de incluziune de mai
sus; nu au simboluri / notatii proprii consacrate.

MULTIME ORDONATA: 0 multime nevidi, fie ea M, pe carc (intre ele-
mentele cireia) se defineste o relatie binard ,, <7, zisd de ordine daca,

pentru orice @, b, ¢ € M, sunt verificate urmitoarcle conditit:
reflexivitatea (a < @), antisimetria (@ < b si b <a implicd a = b) i tran-
zitivitatea (@ < b si b < c implici a < c¢).

Multimea N a numerclor naturale este 0 mulfime infinita si ordonatd.
(Uzual, se considerd ca fiind mul{ime ordonata o multime nevida ale carel
clemente sunt puse in corcspondenta bi-univocd cu multimea N a nu-
merelor naturale, sau cu o submultime finitd si ordonatd a acesteia).

Relatic reflexivd, antisimetricd, tranzitiva

. . .. . - N as
In general, Intr-o multime nevidd, fie ca M, o rclatic, notata aici ,.rel”,
intre elementele sale este:

— reflexiva, daca a rel a, pentru oriceae M
_ antisimetrica, daca arelb si brel a implicia=Db,
pentru oricea, b e M
— tranzitiva, dacd arelb si brelc implica arelc,
pentru oricc a,b,ce M

Observatie: a, b, ¢ pot fi considerate multimi, cu M reuniunea lor, caz in
care proprietatile de mai sus se mentin ca proprietdi ale unor relatii intre
multimi (vezi relatia de INCLUZIUNE, pag. 9).

NOTA . _
Conceptul de multime este un concept de baza si esential pentru
definirea fundamentelor matematicii (vezi si pag. 17).

OPERATH ALGEBRICE

In sens matematic, o operatie — definita ca lege de compozitie pe o
mul{ime data — este procedeul, strict si complet definit, prin care, pormnd de la
numere (expresit) date, sc genereaza un numdr (expresic), direct i exclusiv le-
gat de numerele (expresiile) date prin fnsusi procedeul care J-a generat.

Se scrie:
A§B=C
unde:
A B numerele (expresiile) date — OPERANZI
§  simbolul operagiei, indicdnd univoc ficcare operatie
concretd (+, -, x, :, ¢lc)
C  numdrul (expresia) generat prin operagic — REZULTAT

Operatia asociazd rezultatul la operanzi dafi, dupd un procedeu deter-
minat, bine $1 strict definit.
(Intr-o exprimare simplistd, operatia este ,,refeta” prin care sc obtine
REZULTATUL din OPERANZI).

Operatiile se diferentiaza in functic de ceea ce se urmdreste prin
efectuarea lor, cu consecinte directe asupra procedeulul in sine, a valorii
rezultatului si, evident, a simbolului (particulare fiecdrel operatii).

A defini o operatic inscanma de fapt a defini procedeul practic de
obtinere a rezultatului siu, din operanzi dati.

Primele operatii matematice au fost operatiile aritmetice, aparute ca st
corespondente ale unor operatii fizice cu obiecte concrete; introducerca nu-
merelor, care caracterizeaza sub aspect cantitativ obiecte sau grupdri de
obiecte, a transformat operaiile cu obiecte fizice in operatii cu echivalentele
canfitative ale acestora, adicd in operatii matematice cu numere, ignorand
natura fizicd a oblectelor s1 dect generalizdnd, prin abstractizare, operatiile
lizice.

Operatiile matematice fac mult mai comodd si subslituic efectuarca
operatitlor fizice cand cste urmarit doar aspectul cantitativ; in plus, cle devin
operatit de sine stattoare cu numere, deci cu orice poate i reprezentat sub
[ormd de numir. .

Se realizeazd astfel abstractizarea si generalizarea, prin ignorarea — in
operatic — a naturii fizice a ceea ce ¢ reprezentabil prin numere sau un echiva-
lent convenit al acestora; s¢ opereazd cu numere pur $i simplu, ceea cc a per-
mis matematicii si se dezvolte ca teorie abstractd independentd care a creat
astfel instrumente utile si valorificabile in domeniul care a nascut-o de fapt,
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domentul fizic, practic, concret.

Matematica este o stiintd care utilizeazd, in esenta, doua instrumente
fundamentale:

— rationamentul, bazat pe principiile logicil;
— calculul, bazat pe operatiile matematice.

Daca rationamentul este ,imprumutat” din logica (stiind cu carc matc-
matica este esential nruditd), calculul este un produs propriu al matematicii,
prin fnsdsi definirea si utilizarea operatiilor matematice.

In definirea operatiilor matematice se respeetd strict legile logicii, legi
care fac de fapt legdtura corecta cu realitatea {izica, pe carc operatiile trebuie si
o respecte si sd o reflecte.

Matematica realizeaza astfel legatura bi-sens dintre realul fizic concret
si,realul” abstract (avéind, ca fundamentare si elemente de legdturd, principiile
logicit): se ,inspird” din concret, _creeazd” in abstract si valorifica in acelasi
concret fizic de la care a pornit (vezi aplicatiile matematicii in fizica).

Matematica nu este abstracti! Abstractul este doar forma si mediul in
care matematica produce si evolueaza, dar, dintotdeauna, matematica a plecat
de la si s-a intors — prin ccea ce a produs — la concretul fizic, fiind asttel un
exponent al gandirii si imaginatiei intelectuale precum si, poate, cel mai pro-
ductiv instrument in evolutia, dirijata de om, a lumii fizice.

Definirea operatiilor, ca instrumente de calcul, estc un proces creafiv;
caleulul, care inseamna efectuarca operaiilor, este un proces ,mecanic”, de
uzurd, si este practic preluat de mijloace de calcul mecanice sau clectronice,
auxiliare (dar produse ale) intcligentei umane.

Opcratia este definita ca lege de compozitic pe o multime data.
Considerand o multime nevidd M si doud clemente oarecare ale acesteia,
m. e M si mye M, o operatie § pe M asociazi fiecirel perechi (M4, M) un
clement r = my § my; re M si este rezultatul operatici § asupra operanzilor
my 5[ my.

Mul{imea perechilor (mq, My) este insd produsul cartezian M x M

(vezi pag. 10).

Rezultd atunci ca o operatie algebricd § pe mul{imea M este o functie de-
finita pe produsul cartezian M x M, si cu valori in M (vezi si Cap. 6):

§:MxMo M

Aceastd functie asociaza fiecarei perechi (my, my)e M x M
elementul unic (My § Mz)e M.

ALGEBRA

PROPRIETATI GENERALE ALE OPERATILOR

Se spune despre o operatic § (pe M) ca cste:
— ASOCIATIVA, daci o parte din operanzi pot fi ,asociati” in ope-

rare sl _m_locqm prin rezultatul aceleagi operatii efectuate asupra opcranzilor
respectivi, adicd, pentru orice a, b, ¢ € M:

(agb)§c=ag§(bgc)y=asd, cud=bg§c
h - COMUTA.TIVA, dacd rezultatul operatiel nu se schimba schim-
ba_nd ordinea operanzilor in operatie (,,comutindu-le” pozitia), adici, pentru
oricca,be M:
agb=Dbga

Se spune despre o operatic §4 (pe M) ¢ este

— DISTRIBUTIVA fatd de o operatic §, (pec M) daca, pentru orice
a,b,ce M:

afi(b§c)=(ag1b)§(agic) (distributivid ,.la stanga”)

sl
(b§:c)$1a =(b§ra)§(c§ra) (distributivd ,la dreapta™)
( Opcratia §4 se ,,distribuie” asupra operanzilor operatici §; )
Exemplu:

oppl‘atizl de Tnmultire este distributivi fatd de operatia de adunare,
adicd avem
. ax(b+c)=axb + axc
s
(b+tc)xa =bxa + cxa

Fiecarc operatic are reguli de cfectuare si simbol proprii; de asemenca,
are proprietati, specifice sau comune unui grup de operatii, si restriclii de efec-
tuare / valabilitate, restrictiile decurgdnd in principal din conditiile de existenta
mmpuse rezultatului si / sau operanzilor (adicd din conditiile care, intr-un con-
text dat, fac posibila ctectuarca operatici).
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ELEMENT NEUTRU (€) al unei operatii § pe o multime M:
daci existi, este un element € € M, unic, astfel incdt, pentru orice
m e M, sda avem

m§e=e§m=m

ELEMENT SIMETRIZABIL. SIMETRICUL UNUI ELEMENT

Considerand o operatie §, pe o multime M si cu elementul neutru €,
un element m € M este simetrizabil fatd de operatia § daca existd un ele-
ment Mg € M, numit ,,simetricul” lui m fata de operatia §, astfel incat

m§mg=mg§m = e

De notat: dacd existi @, atunci € = €
Exemple:

Opcratia algebricd de

—INSUMARE
e=0 X+0=0+X=X
X =-X X+(-X)=-X)+X=0
(- X) este ,,opusul” Tui X
— INMULTIRE
(RIDICARE LA PUTERE)
e=1 Yx1=1xY=Y
Yo=g=1
17 1
Ys:1:Y1 Yx—=—xY=1
Y Y Y
1
? =V T este Lnversul” lui Y (Y1 xY ' =yl= 1
— REUNIRE

e=0 MUB=0UM=M

(cu restrictiile de existentd Xs , Ys In multimile asociate operatiilor;
vezi sipag. 17, grup / monoid).

ALGEBRA 17

Asocierea dintre conceptul de operatie algebricd si conceptul de

multime constituic baza de definire, axiomaticd, a STRUCTURILOR
ALGEBRICE, fundamentale in matematica (si magnifice prin ,,complexi-
tatea” si universalitatea simplitdtii lor — Niels Henrik ABEL, 1802-1829
si Evariste GALOIS, 1811-1832).
Structura algebrica (in spetd, teoria grupurilor) constituie conceptul care a
permis tranzitia de la algebra traditionald, care se ocupa doar de numere,
spre o generalizare care implicd si permite operatii intre elemente de orice
fel. (O reconfirmare a ,realismului”, inalt abstractizat, al matematicii! Vezi
pag. 14 si Bibliografia [2]).

Tratarea exhaustivd a acestui subiect nu intrd In obiectivul lu-
crarii de fatd. Vom reaminti insé definitiile:

STRUCTURA ALGEBRICA — un cuplu format dintr-o multime nevidi,
fie ea M, si (cel putin) o operatie algebrica, fic ca §, pe aceastd multime,
operafic care satisface una sau mai multe axiome.

Se scrie: M, §

— SEMIGRUP: o structurd algebricd (M, §) in care operatia § satisface axi-
oma, unica: 1) este asociativi (vezi pag. 15).

Daca, suplimentar, operatia § este si comutativi, semigrupul se nu-
meste semigrup comutativ.

— MONOID: o structura algebricd (M, §) in care operatia § satisface doud
axiome: 1) este asociativd; 2) are element neutru (vezi pag. 16).

Daca, suplimentar, operatia § este si comutativi, monoidul se numeste
monoid comutativ.

Exemple: (N, +); (N*, x); (Z, x); (Q, x)

— GRUP: o structurd algebricd (M, §) in care operatia § satisface trei
axiome: 1) este asociativd; 2) are element neutru; 3) orice element m € M
este simetrizabil fata de operatia § (vezi pag. 16). .

Dacd, suplimentar, operatia § este si comutativd, grupul se numeste
grup comutativ (sau grup abelian).

Exemple: (Z, +); (Q, +)



